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Presentem el calcul de I'entropia d’un gas ideal classic en la col-lectivitat microcandnica, sense necessitat d’introduir cap

factor correctiu, fent palés que les particules han de ser distingibles, en contra del que normalment es diu. El métode

emprat ens permet aclarir alguns dels aspectes que més enterboleixen les discussions entorn de |'anomenada paradoxa de

Gibbs.

1 Introduccio

S'ha publicat molt sobre la paradoxa de Gibbs, sobre
la indistingibilitat i/o identitat de les particules i sobre
I'extensivitat de I'entropia. | no només en els darrers
anys.® En molts llibres de mecanica estadistica la parado-
xa de Gibbs es presenta com una conseqiiencia indesitjable
de la mecanica estadistica que evidencia la fallada de Ia
mecanica de Newton a nivell microscopic. Acte seguit,
amb arguments poc rigorosos pero efectistes, es mostra
com I'omnipotent mecanica quantica resol la situacié, sal-
vant la mecanica estadistica d'una mort segura i el segon
principi de la termodinamica de violacions indiscriminades.

Per exemple, K. Huang afirma, referint-se a |'afegi-
ment ad hoc del famds factor NI —al qual dedicarem bo-
na part d'aquest article—, que no és possible entendre’l
<classicaments, perque la seva aparicid respon a motius
<inherentment mecanicoquantics> ([1], p. 141). Discu-
tint el mateix tema en un llibre d'identic titol, R. Pathria
assegura que <la raé fisica per fer aixo [afegir la N!] és
que les particules que constitueixen el sistema estudiat
no només sén identiques, siné que també sén indistingi-
bles> ([2], p. 27). F. Reif recomana que <si es desitja
utilitzar I'aproximacio classica, aleshores, quan es calcula
la funcié de particid, cal tenir en compte explicitament
que les molecules son indistingibles=([3], p. 249).

En aquest treball argumentarem que aquestes afirma-
cions son erronies i que I'anomenat factor corrector de
Boltzmann apareix de manera no forcada si es procedeix
amb cura. Farem palés que aquest factor no només no
té res a veure amb la indistingibilitat de les particules,
sind que justament és una conseqiiencia de la seva dis-
tingibilitat. També raonarem que, com a corol-lari, en les
col-lectivitats microcanonica i canonica no és possible fer
un tractament exacte dels gasos ideals de fermions ni de

1Com a mostra es pot consultar |'extensa recopilacié que a
la pagina Gibbs Paradox and its Resolutions ha fet Shu-Kun Lin:
www.mdpi.org/lin/entropy/gibbs-paradox.htm.
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bosons.

En altres paraules, i a risc de fer-nos pesats abans
de comencar, explicarem per qué afirmacions que podem
trobar facilment en els Ilibres de text —i les citades en
son una mostra representativa—, no només malencerten
en tractar d'eliminar la paradoxa, siné que apunten en un
sentit totalment contrari a I'idoni. Si tenim en compte la
indistingibilitat de les particules, mai obtindrem I'expres-
sié correcta exacta per a les funcions de particidé micro-
canonica i canonica d'un gas ideal.

2 La pseudoparadoxa de Gibbs

En els llibres citats la paradoxa de Gibbs es formula, més
o menys, com segueix. Considerem un recipient aillat,
isocor i tancat que conté un gas ideal. Es a dir, un sis-
tema termodinamic amb energia E, volum V' i nombre de
particules N constants (fig. 1).2

A partir de consideracions generals es pot justificar
que l'entropia d'un sistema es calcula, estadisticament,
emprant el que anomenarem principi de Boltzmann:

S(E,V,N) = kInN'(E,V, N), (1)

on k és la constant de Boltzmann i Ael nombre de micro-
estats (estats microscopics) compatibles amb el macro-
estat (estat termodinamic) considerat. Una certa triada
(E,V, N) porta associada una Ndeterminada. En el cas
del gas ideal classic, les particules només tenen energia
cinetica, o sigui:

~

L+ 2m'
=1

(2)

ETOTAL =

2Normalment la paradoxa es presenta en el context d’un sistema
isoterm en lloc d’aillat, o sigui, en un sistema amb temperatura
constant en lloc de ser amb energia constant. Com es veura, el
punt que volem discutir en aquest treball és perfectament aplicable
a ambdds casos. Preferim romandre en sistemes aillats per pura
comoditat expositiva.
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Figura 1: Sistema aillat, isocor i tancat

on p; és el moment lineal d'una molecula i m la seva
massa. El nombre de microestats es calcula acudint, d'a-
cord amb la mecanica classica, a |'espai fasic, sabent que
el volum d'un microestat del sistema és h3N, on h és la
constant de Planck. Malgrat que h és el signe distintiu
dels tractaments quantics, també es pot entendre senzi-
llament com una constant que adimensionalitza I'extensid
de volum fasic d'un sistema unidimensional. Aixi doncs,
tot i haver introduit h, seguim en territori classic.

Calcular Mequival, doncs, a calcular I'extensio de I'es-
pai fasic delimitada per la hipersuperficie d'energia cons-
tant £.3 L'hipervolum 3N-dimensional que busquem és:

g

e

Si fem aquest calcul del nombre de microestats em-
prant I'energia que la mecanica quantica prescriu per a
la particula lliure en una caixa,

3N
2

(2mE)=. (3)

%4

h2

= 3 (nz+n; + n2), (4)

€n

obtenim el mateix resultat.
L'entropia d'un gas ideal en el macroestat (E,V, N)

és, segons aixo:*
3
4TmE \ 2 3
V<3h2/v> +§}' (®)

Suposem ara que introduim una paret que divideix el sis-
tema en dues parts de volum V/2 (fig. 2). D'acord amb

*S(E,V,N) = Nk {m

3El calcul del volum tancat per les hipersuperficies definides per
E = const. i E+ A = const’., o directament de |'area d’aquesta
hipersuperficie condueix, en el limit termodinamic (N — oo,V —
oo, (N/V) — const.), a identics resultats.

4“Hem fet I'aproximacié de Stirling per a la N!, plenament jus-
tificada en el Iimit termodinamic. Amb *S indiquem que aquesta
expressié per a S és erronia.

(5), I'entropia del sistema total format pels dos subsiste-
EV N
2'2'2

mes és:
V (4nmEN?| 3
™m

Si ara traiem la paret tindrem novament el sistema del
qual partiem (fig. 1). Comparant les entropies (5) i (6)
observem que, en treure la paret, hi ha hagut un augment:

*S(E,V, N) :25(

*AS = Nln2. (7)

Si imaginem que en comptes d’'una paret en posem i en
traiem tres o quatre o les que sigui, la variacié d'entropia
(7) sera diferent. Dit d'una altra manera, podem aug-
mentar o disminuir I'entropia a plaer. Aix0, de vegades, es
formula dient que <l'entropia d'un gas depén de la historia
del gas> ([1], p. 141), cosa que no es pot admetre, per-
que l'entropia és una funcié d’estat. O dit encara més
dramaticament: <[...] I'entropia no existeix, ja que sem-
pre podrem imaginar que |'estat existent del gas s'ha as-
solit enretirant un nombre de particions que inicialment
dividien el gas en un nombre qualsevol de compartiments.
Aleshores, S és major que qualsevol nombres (ibid.).

En resum, la paradoxa es planteja a partir de la con-
tradiccié a qué ens porta I'expressié (5), obtinguda mit-
jancant els metodes habituals de la mecanica estadistica.
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Figura 2: Paret adiabatica, immobil i impermeable

Quina és la solucié proposada? Afegir a I'entropia un
terme N! dividint, que, en el limit d'enes grans, converteix

I'expresi6 (5) en:
3
V (4ATmmE 2 5
N(3h2/\/> +§}' ()

Aquesta expressié ja no porta a I'absurd esmentat. Com
el lector bregat en aquests temes probablement ja haura
murmurat, ara /'entropia és extensiva, és a dir, és pro-
porcional a la mida del sistema, cosa que no li passa a

S(E,V,N) = Nk{ln
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I'expressié (5). Amb la nova expressid, encara que posem
o traiem parets en el sistema de la figura 1, I'entropia
total queda igual.

Es en aquest punt on acostumen a proliferar justifi-
cacions quantiques del <«factor corrector de Boltzmann.
Es diu que la N factorial afegida a ma descompta les per-
mutacions de més que inclou I'expressié (5), per no haver
considerat en el calcul la indistingibilitat de les particules.
S'argumenta que s'ha d'afegir a ma perque la mecanica
estadistica classica (la mecanica estadistica de particules
distingibles) mai no podra retre compte de conjunts de
particules indistingibles.

3 La paradoxa de Gibbs

Abans de continuar, vegem un petit apunt historic que
il-lustra el grau de confusié que ha acompanyat aquest
tema al llarg dels anys. El terme paradoxa de Gibbs el va
encunyar el fisic alemany Otto Wiedeburg en un article de
1894 titulat amb aquesta expressié [4]. Alli no es refe-
ria exactament al problema que hem descrit en I'apartat
anterior i que és el que trobem explicat molts cops sota
aquest epigraf, sind a la discontinuitat que apareix en el
valor de AS quan es consideren barreges de gasos ideals.

Considerem novament el sistema de la figura 2, pero
ara amb gasos diferents (N4 i Ng) a banda i banda. Supo-
sem que els dos subsistemes tenen la mateixa temperatura
i la mateixa pressié. Quan traiem la paret, d’acord amb
I'expressié (8) —que és la bona— la variacié d'entropia
és:

AS = (Na+ Ng)In2. 9)

Aquesta variacié d'entropia no depen de quins sén els ga-
sos considerats. Ara bé, com hem dit més amunt, si als
dos subsistemes hi hagués el mateix gas, en enretirar la
barrera no hi hauria augment d’entropia i I'expressié (9)
s'hauria de substituir per:

AS =0. (10)

La paradoxa batejada per Wiedeburg és la segiient: si,
partint de dos gasos diferents, anem minorant gradual-
ment les diferencies entre ells, hi haura un moment en el
qual el valor de la variacié d'entropia (9) fara un salt. Aixi,
d’'una banda, AS no depen de les propietats especifiques
dels gasos (9), pero, de l'altra, el sistema si que té en
compte si el gas és o no el mateix.®

Gibbs, en un celebre treball sobre termodinamica titu-
lat On the equilibrium of Heterogeneus Substances [5],

5Originalment també es plantejava en els termes segiients: una
variacié continua (de propietats microscopiques) té com a con-
seqiiencia una variacié discreta (de propietats macroscopiques). Si
aquestes propietats macroscopiques sén o no detectables és un dels
molts aspectes que emboliquen aquest assumpte i que nosaltres tam-
poc tractarem.
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advertia sobre I'aparicié d'aquesta discontinuitat, pero en
cap cas la presentava com a paradoxal (ibid., p. 167):

<[...] podriem imaginar el cas de dos gasos que fossin
absolutament identics en totes les propietats (sensibles i
moleculars) que juguen un paper quan existeixen com a
gasos, ja sigui de forma pura o barrejats entre ells, pero
que diferissin respecte a l|'atraccid entre els seus atoms
i els atoms d'altres substancies i, per tant, en la seva
tendéncia a combinar-se amb aquelles substancies. En la
barreja per difusié d'aquests gasos tindra lloc un augment
d’entropia, tot i que el procés de barreja, dinamicament
considerat, pogués ser absolutament identic en els seus
detalls més petits a processos que podrien tenir lloc sense
cap augment d'entropia (inclis respecte a la trajectoria
precisa de cada atom). En aquest cas, |'entropia presenta
un fort contrast amb I'energia.>

Aquesta fou, en origen, la paradoxa de Gibbs, i encara
ho és per a alguns autors. Fixem-nos que, en contrast
amb la que moltes vegades es planteja com a tal, i que
nosaltres hem anomenat pseudoparadoxa, té estructura
de paradoxa: dues conclusions de les quals <hom no pot
prescindir> (DEC) contradictories entre si. En el proble-
ma de la ena factorial aixd0 no passa, perque |'expressio
(5), lluny de ser una conclusié de la qual no es pot pres-
cindir, és clarament erronia de bon principi: no és exten-
siva i, per tant, no pot donar res de bo. Partint d'una
premissa equivocada es poden obtenir paradoxes a dojo.
Seran, pero, pseudoparadoxes.

En resum, el que sovint s'anomena paradoxa de Gibbs
ni és paradoxa ni és de Gibbs.

4 Un problema inexistent

El que proposem a continuacié és una manera raonable
d’evitar el nyap que déna lloc a la pseudoparadoxa de
Gibbs. Primer definirem una mica més la qiiestié des d'u-
na perspectiva macroscopica.

4.1 Des del punt de vista de la termodinamica

Per comencar, considerem el cas en qué una paret que
subdivideix el sistema és completament restrictiva, de ma-
nera que ni deixa passar calor, ni es pot moure, ni deixa
passar particules. En aquesta situacié tenim dos subsis-
temes (amb la mateixa substancia) que entre si no estan
en equilibri termodinamic ni en equilibri de cap tipus (ca-
dascun d'ells considerat al marge de I'altre si que esta en
equilibri termodinamic). Senzillament tenim dos sistemes
termodinamics independents, amb:

(B, Vi, Np) i (B2, V2, Na). (11)



Es obvi que I'entropia total no sera extensiva, doncs:

S(aEq, BEs, aVh, BVo, aNy, BN5)

= aS(E1, Vi, N1) + BS(Ez, Va, Na) (12)
en general, no sera proporcional a:
S(E,V,N), (13)

on (E:E1+E2,V:V1+V2,N:N1+N2).

Si ara canviem la paret completament restrictiva per
una de diatérmica, apareixera un flux net de calor que no
s'interrompra fins que s'assoleixi I'equilibri termic (fig. 3).

Figura 3:  Paret diatérmica, immobil i impermeable

Els dos subsistemes intercanviaran energia fins que la
temperatura sigui la mateixa a banda i banda. Fixem-
nos que, tot i aixo, tant la densitat energetica per volum
(E/V) com la densitat de particules (N/V), en general
seran diferents a banda i banda. Per tant, fent un raona-
ment analeg al del cas anterior, veiem que els subsistemes
seguiran sense estar en equilibri termodinamic entre ells,
perque |'entropia total seguira sense ser extensiva.

Permetem ara que la paret, a més de deixar passar
calor, pugui moure’s lliurement. Ho fara fins que les pres-
sions (i temperatures) siguin iguals. Tindrem:

(E{, Vi Ni) i (B3, V3, No). (14)
D'acord amb I'equacié de Gibbs-Duhem, que relaciona
entre si els tres parametres intensius d'un sistema (T,
p, W; T és la temperatura, p la pressié i u el potencial
quimic), podem afirmar que ara si que tenim un estat
d’equilibri termodinamic complet. Es clau parar atencié
en el fet que no cal fer la paret permeable i que, tot i
estar fixat inicialment el nombre de particules que hi ha
a banda i banda, els potencials quimics, en fer la paret
mobil i diatérmica, queden automaticament igualats. Ara,
doncs, I'entropia total és extensiva, ja que a diferencia
d’'abans:
Vi Vi Vv

Ny N» N

v (15)

E_E
NN

Per comprovar-ho, escrivim:

= % €. (16)

S(aEY,BEY, aVf,BV,, alNy, BN,)

=aS(EY, Vi, N1) +BS(E5, Vs, Na), (17)
i, si continuem, veiem que:
Vi Vi Vi 2
aS(VE,\/l, VN> +5S(VE,\/2, VN>
Vi Vi
és proporcional a:
S(E,V,N). (19)

En resum, la paret (Gnicament) impermeable és vana. Des
del punt de vista de la termodinamica, tant és si la posem
com si no perqué no provoca cap flux macroscopic de
particules.

| qué passa amb la discontinuitat (9)? Molt senzill:
com que es tracta de gasos ideals, és a dir, gasos que
no interaccionen entre si ni amb altres substancies també
ideals, I'augment d’entropia no és degut propiament a la
barreja, sind a I'expansié lliure de cadascun d’ells. Si cal-
culem quant augmenta I'entropia de cadascun dels gasos
per separat en passar d'ocupar un volum V; a V obtin-
drem la mateixa variacié que si considem la barreja. No
és, doncs, un problema de barreja siné d'expansio, ja que
als gasos ideals els importa molt poc si un nou volum
disponible esta ocupat per un altre gas ideal o no. Per
contra, si es tracta del mateix gas en les mateixes condi-
cions, senzillament no hi ha expansié.

4.2 Des del punt de vista de la mecanica estadistica

Ara veurem com estudiar els processos considerats des de
la perspectiva dels estats microscopics. Presentarem dos
metodes. El primer consisteix a imposar |'extensivitat de
I’entropia d'una manera formal, pero lliure d’obscuritats.
El segon, a treure profit d'aquest concepte aparentment
tan senzill, perdo a I'hora de la veritat tan esquiu i amb
tantes implicacions.

Partim del cas en queé la paret és diatermica, mobil i imper-
meable i hi ha el mateix gas als dos recipients. L'entropia
és:

S(E,V,N) = Si(EY, V], N1) + S2(E5, V5, Na). (20)

En el subsistema 1, el nombre de microestats és
N(EY,V{,Ny1). En el subsistema 2, el nombre de micro-
estats és: N(EY, V4, No). Per tant, en el sistema total el
nombre de microestats és

N(EV,N)=N(E! V NON(EL V4, No). (21)
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Traiem ara la barrera impermeable. Hem vist que I'en-
tropia no varia, perque el sistema ja es troba en un estat
d’equilibri termodinamic. No obstant aixo, des del punt
de vista microscopic, tot sembla apuntar que el nombre
total de microestats si que varia, perque les particules ara
poden ocupar tot el volum:

N(E{, V. Ny) > N(EY, V., Ny) (22)
N(E3, V. No) > N(E5, V5, o). (23)

Per tant, (21) en principi sera major, ja que:®
N(EV.N) = N(E],V, NN (EL V. Ny). (24)

Recordem que la mecanica estadistica postula que la re-
lacié entre Ni S I'estableix el principi de Boltzmann (1).
Per obtenir una entropia com cal no ens queda més remei
que corregir I'efecte d'aquest fals augment de microes-
tats. Si no ho féssim, obtindriem el mateix resultat erroni
que condueix a la pseudoparadoxa de Gibbs, ja que el que
passa és que l'entropia calculada aixi no és extensiva. O
sigui, no és entropia.

Per tant, en aquesta situacié en que les particules po-
den ocupar tot el volum, hem de restar-li una funcié d'e-
na a la banda dreta del principi de Boltzmann i calcular
aquesta funcié imposant que I'entropia sigui extensiva:

S(E,V,N) = k[In* N(E,V, N) — C(N)]. (25)

Per determinar C(N) utilitzarem el hamiltonia d'un gas
ideal. El que obtenim, d'acord amb (5) i (25), és:

3
4mmE\ 2
()

Si substituim N per AN, V per AV i E per AE, i utilitzem
la propietat d'extensivitat de S, podem escriure, d'una

banda:
3
dtmE\ 2 3
AV ( 3h2N ) * 2}

3
+ 2} — kC(N).
(26)

S(E,V,N) = Nk{ln

S(AE, AV, AN) = ANk {m

— kC(AN), (27)
i de I"altra:
3
AS(E,\/,N)zANk{In v(%) +g}
— XkC(N). (28)
Restant queda:
ANInX — C(AN) +AC(N) =0. (29)

6Continuant amb la notacié que hem fet servir a les equacions (5)
i (6), amb I'asterisc indiquem que aquesta expressié no és correcta,
com de seguida raonarem.
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Ja tenim una equacié per a C(N):
C(AN) = XC(N) = ANInA. (30)

Per resoldre-la, derivem respecte a A i fem A = 1. Obte-
nim:
NC'(N)—C(N)—N=0, (31)

equacio diferencial lineal no homogenia que té com a so-
lucions:
C(N)=NInN+ aN, (32)

on a = C(1) és una constant arbitraria no determinable,
ja que I'equacioé (30), per la forma del seu primer mem-
bre, determina C(N) excepte en una funcié homogeénia de
primer grau que té com a expressié més general aN. Si
posem a = —1 recuperem |'expressié (8).

Si bé és cert que aquest metode prescindeix en bona
part d'imprimir sentit fisic als calculs, més avall veurem
que és possible interpretar la forma de (32). En qualse-
vol cas, aquest procediment subratlla la importancia de
I'extensivitat i deixa de banda qualsevol consideracié re-
lativa a la indistingibilitat de les particules. Mostra que el
que és necessari és introduir una constant del tipus (32),
que resulta que per a enes grans (com és el cas de la
termodinamica) és compatible amb:

In N1 (33)

Ara veurem un metode alternatiu que ens conduira a
I'expressio desitjada d'una manera senzilla, i la interpreta-
cio del qual és, a més, diafana.

Posem esment un cop més en la propietat d'extensivitat
de I'entropia:

SAE, AV, AN) = AS(E,V, N). (34)
Aix0 ens permet escriure:

S(E,V,N)= NS (E,V,1> = NS(e,v,1). (35)
NN

Podem entendre aquesta igualtat imaginant que en el sis-
tema total hi posem N — 1 parets diatermiques, mobils i
impermeables, de manera que ens quedin N subsistemes
en equilibri mutu. Cadascun conté una particula d’energia
€1 té un volum v. Com hem vist, des del punt de vista
macroscopic, aquest tipus de parets és superflu.

El nombre total de microestats sera el producte del
nombre de microestats de cadascun dels sistemes amb
N=1:

N(E,V,N) =[N(e v, ]". (36)
Utilitzant una vegada més el principi de Boltzmann arri-

bem a:
S(E,V,N) = NkIn[N (e, v, 1)], (37)



on

1 3 3 4mrv(2me)3/?
Ne v,1) = F/mmed pdPq= LT

L'entropia calculada aixi coincideix amb I'expressié ha-
bitual, (8), excepte en constants:

4V [2mE\>/?

3N \ Nh?
Com que aquesta manera de calcular I'entropia és co-

herent amb el nostre primer métode, la utilitzarem per

determinar la constant a de I'expressié (32), que abans
havia quedat sense fixar. D'acord amb (39), tenim:

(38)

S(E,V,N) = NkIn (39)

3 1I 6
a=-—=zIn=.
2

SN (40)

Més avall proposarem una interpretacié d'aquest valor.

Val a dir que el valor de la constant a és del tot irre-
llevant. | és que I'expressié per a I'entropia d'un gas ideal
classic no satisfa el principi de Nernst, de manera que
no hi ha cap criteri experimental per fer prevaler el valor
obtingut, (40), o el que s’acostuma a emprar, a = —1.
Simplement, aquesta constant no és mesurable. El que
és fisicament rellevant son les diferencies d'entropia.

5 La distingibilitat no és el problema

Recapitulem. Podem definir un macroestat de dues ma-
neres. O bé emprem variables extensives, i diem que tenim
un sistema de N particules que ocupa un volum V' i que
té una energia E, que significa que els elements possibles
de I'espai mostral son tots els microestats d'energia E,
volum V' i nombre de particules N; o bé ho fem en termes
de variables intensives, referint-nos a N sistemes de vo-
lum v amb una particula que té energia €, que implica que
els elements possibles de I'espai mostral els obtindrem a
partir dels microestats d'una particula. En aquest darrer
cas no estem estudiant un sistema d’'una particula, siné
que estudiem un sistema termodinamic de N particules i,
atenent a l'extensivitat de |'entropia, el considerem com
la unio de N sistemes d’una particula en equilibri.
D'acord amb aquest plantejament, hem obtingut I'-
expressié correcta per a I'entropia d'un gas ideal supo-
sant que les particules sén distingibles, ates que és aixo el
que suposa I'Us de la igualtat (36). El metode presentat
proporciona una forma univoca de numerar les particules.
Aquesta manera de tractar el gas ideal, inspirada i justifi-
cada per I'extensivitat de la seva entropia, I'assimila a una
mena de reticle. Tenim N caixetes (nusos) que estan de-
finides pels parametres propis del sistema. Igual que passa
amb una xarxa cristal-lina, no importa si una molecula in-
tercanvia la seva posicié amb una altra. Només importa
el fet que n’hi ha una a cada caixeta (nus). Tractant-se
de particules identiques, la distingibilitat de les caixetes

(nusos) és I'tinica a que es pot aspirar. Es la que permet
etiquetar les particules de manera univoca.

A més, i com que en estats d’equilibri no hi ha canvis
en el temps, el moviment prescrit pel hamiltonia no pot
representar canvis macroscopics. Per tant, hem de con-
cloure que, com que el sistema és homogeni, el moviment
d’una particula esta confinat a v.

Des del punt de vista de la mecanica quantica, fixem-
nos que si les funcions d'ona de cada particula estiguessin
definides a tot el volum (V), el valor mitja de les posici-
ons de cada particula seria el mateix per a totes, en clara
contradiccié amb I'homogeneitat del sistema. Novament,
veiem que necessariament hem de considerar que cada
particula es mou en una caixeta de volum v. D’aqui es
dedueix que, en general, en la col-lectivitat microcanonica
només podrem tractar particules distingibles, completa-
ment independents entre si. | el mateix raonament pot
aplicar-se a I'ts de la col-lectivitat canonica.

Aixo Ultim equival a dir que el hamiltonia ha de ser
separable, o sigui, que hem de poder negligir I'energia
d’'interaccié entre les parts del sistema. Si no, en gene-
ral, no sabrem ni podrem calcular els microestats d'una
particula. Es per aquest motiu que, en tractar gasos ide-
als de particules indistingibles, cal anar a una col-lectivitat
on N no estigui fixada. Per exemple, la col-lectivitat ma-
crocanonica. En gasos ideals quantics, el metode de les
caixetes que hem presentat no és aplicable.

Encara més. Es el mateix procediment que ens diu
en quines condicions és aplicable. Si en el volum v hi ha
només una particula a la qual li corresponen N (¢, v, 1) mi-
croestats, tots aquests microestats estaran buits excepte
un, i, per tant, el valor mitja de particules en cada estat,
< n >, sera:
<< 1.

<n>%N ! (41)

(e,v.1)

El principi de Boltzmann, (1), el podem escriure de la
forma:

et = N(e, v, 1). (42)
Si recordem que I'entropia és (excepte constants):
SEVN) =S Py Ky (43)
T T T
obtenim:
< n>= e mr-HETAT. (44)
Per a un gas ideal:
<n>=e 3
3
= 47rV(23n/:/£/N)3/2 el << 1. (45)

O sigui que el metode emprat ens diu que estem consi-
derant gasos ideals de densitats baixes i/o energies altes,
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la condicié que altrament es dedueix a partir de la lon-
gitud d'ona térmica de De Broglie amb consideracions
quantiques. Aqui hem arribat al mateix resultat pero ra-
onant només a partir de I'extensivitat de |'entropia.

Tornem encara un instant a les justificacions habituals del
factor N! en el denominador del nombre de microestats
Nen I'expressié (6). S'acostuma a dir que es tracta d'u-
na forma aproximada de restar permutacions que s'han
comptat de més. Ara bé, si totes les particules estigues-
sin en estats diferents, la correccié seria, efectivament,
exacta, perque N! son les permutacions que podem fer
amb N particules. Pero, si considerem els microestats on
hi ha dues particules d'entre les N en el mateix estat, no
hem de dividir per N! siné per:

N!

> (46)
| en els que n'hi ha tres, per:

N!

5 (47)

En els microestats on totes les particules estan en el ma-
teix estat (microestat que també hem de considerar) no
cal corregir res perqué només hi ha una possibilitat.

Aprofitant el resultat (45), s'argumenta que podem
considerar que la correccié N! és prou bona donades les
caracteristiques del sistema, ja que és molt poc probable
que hi hagi dues particules (0o més) en el mateix estat.

Pero d’aquesta manera s’amaga un error amb un al-
tre. No es té en compte que el sistema ha de ser ma-
croscopicament homogeni, i després es corregeix |'expres-
si6 obtinguda justificant-la de manera barroera. Del pri-
mer error en surt un A'(E,V, N) N! cops més gran que el
comptatge correcte. Per que?

Resulta temptador interpretar la N factorial de més
com |'excedent de microestats que corresponen a casos
macroscopicament no homogenis, casos en que hi ha dues
0 més particules a la mateixa caixeta (o, també, quan no
n'hi ha cap). En altres paraules, podem preguntar-nos:
quants estats no homogenis hem de restar a |'expressio
(6)7

Si hi ha N caixetes i N particules, el nombre total de
possibilitats de col-locar-les és:

NN (48)

En canvi, si només posem una particula a cada caixeta,
les possibilitats son:

NI (49)

Segons aix0d, estarem comptant:

NN — NI (50)

REVISTADEFISICA V4_N8_11

20

microestats de més (dels N" totals n'hi ha N! d’homoge-
nis i NN — N1 de no homogenis). Per a enes grans podem
recorrer a I'aproximacio de Stirling, que porta a:

NV — NV NN — VorNNNeN
= NV(1 —V2rNe ™). (51)

Aixi que per a enes grans N! es fa negligible respecte a
NN i la diferencia (50) tendeix a (48). Podem interpretar
aquest resultat com que, a la practica, hem d'eliminar, en
el comptatge de microestats, la part corresponent a les
coordenades de posicié, o sigui, NV. Segons aixd, en
la solucié obtinguda per a C(N), (32), ens hauriem de
quedar amb a =0 en lloc de a = —1.

Pero aleshores, quin significat té la constant (40)7?
Doncs no és més que un factor relacionat amb la geo-
metria del problema. En I'expressié (6) haviem calculat el
volum d’una hiperesfera de dimensié 3N, i amb el metode
de les caixetes hem calculat el volum d'una esfera de di-
mensi6é 3 i I'hem elevat a N. L'excés de microestats (el
quocient entre aquests hipervolums) és precisament:

e, (52)

on la constant a pren el valor (40). No costa gaire
veure que, en efecte, en considerar la hiperesfera 3/N-
dimensional estem considerant microestats del sistema
que no considerem si procedim de I'altra manera.

En definitiva, ara podem trobar una interpretacié dels
termes de qué consta la C(N) de (25):

*N(E,V,N) *N(E,V,N)

U wg)e

N(E,V,N) = (53)

El factor NN descompta els microestats no homogenis
(coordenades de posicié). La resta dels factors del de-
nominador descompten les porcions de |'espai fasic que
haviem comptat de més en fer el calcul amb la hiperes-
fera (coordenades de moment). Aquests darrers sén —
insistim— fisicament irrellevants.

En resum, el que sovint s'anomena paradoxa de Gibbs
ni és paradoxa, ni és de Gibbs, ni requereix una /!

6 Comentaris finals

Hem mostrat que una aplicacio del principi de Boltzmann
consistent en I'extensivitat de I'entropia proporciona un
resultat correcte per a I'entropia d'un gas ideal. Hem ra-
onat, a més, per qué cal suposar que les particules sén
distingibles. Amb tot aix0, hem fet palés que el que s'a-
costuma a atribuir a efectes quantics en realitat no és
més que la conseqiiencia de desatendre els principis de la
termodinamica i les propietats de I'entropia.

Val a dir que, si bé creiem que és la primera vegada
que —sorprenentment— es presenta aquest resultat, en
rastrejar |'extensissima literatura existent hem trobat al-
guns antecedents. O. Sackur, el 1912, en un dels articles



on deduf I'expressié (8), va calcular la funcié de particid
de N particules a partir de la d'una particula confinada
en un volum V/N [6]. No obstant aixd, Sackur no prete-
nia preservar I'homogeneitat del sistema, siné confinar les
particules a un espai on no xoquessin i poder suposar-los-
hi, aixi, una velocitat constant. En qualsevol cas, Sackur
va obtenir el resultat correcte sense afegir el factorial de
N a ma.

Més recentment, E. T. Jaynes —que defuig tota rela-
ci6 de la N! amb la indistingibilitat quantica— va proposar
un procediment per calcular I'entropia d'un gas ideal molt
semblant al nostre primer metode, inspirant-se en una ob-
servacio de W. Pauli referent a I'extensivitat de I'entropia
[7].

Consti que Jaynes no considera que I'extensivitat sigui
una propietat intrinseca de I'entropia. No ens detindrem
a discutir aquest punt, ho farem en altres treballs. Valgui
com a avancament el segiient. Es sabuda (o, millor dit,
hauria de ser-ho) la dificultat —per no dir impossibilitat—
de definir de manera purament mecanica tant la tempe-
ratura com la seva variable conjugada, I'entropia. Si pri-
vem la segona d'extensivitat, privem la primera d'inten-
sivitat. Si ho féssim, el problema ja no seria com definir
mecanicament la temperatura, siné com fer-ho termo-
dinamicament. O —ras i curt, i si és que té algun sentit—
ja no sabriem ni que és el que caldria definir.
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